Complexité algorithmique

@ MmEmo

Qu’est-ce que la complexité ?

La complexité mesure les ressources (temps, mémoire) nécessaires a 'exécution d’un algorithme en fonction
de la taille n des données.

— Complexité temporelle : nombre d’opérations élémentaires;

— complexité spatiale : mémoire utilisée;

— On s’intéresse au pire cas (worst case), noté avec la notation O (« grand O »).

-

Classes de complexité courantes

O(1) Constante : acces a un élément par indice, opération arithmétique.

O(logn) Logarithmique : dichotomie.

O(n) Linéaire : parcours d’une liste, recherche séquentielle.

O(nlogn) Quasi-linéaire : tri fusion, tri rapide (en moyenne).

O(n?) Quadratique : tri par sélection, tri par insertion (pire cas), double boucle imbriquée.
O(2") Exponentielle : force brute sur les sous-ensembles.

-

Comment déterminer la complexité ?

1. Identifier la variable n (taille des données).

2. Compter les boucles : une boucle simple de O a n donne O(n), deux boucles imbriquées donnent
O(n?).

3. Une boucle qui divise n par 2 a chaque itération donne O(log n).

4. Onne garde que le terme dominant : O(3n2 + 51 + 7) = O(n?).

5. Les constantes multiplicatives sont ignorées : O(5n) = O(n).

-

Ordres de grandeur concrets (pour 1

O(logn) =~ 20 opérations : instantané.

O(n) 10° opérations : une fraction de seconde.
O(nlogn) ~ 2 x 107 opérations : quelques secondes.
O(n?) 10'2 opérations : plusieurs heures.

O(2") Incalculable pour n > 40.

-
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(2 EXEMPLES

Programme 1 - O(1) — Complexité constante

def premier_element(L):
retuxn L[O]

Programme 2 - O(n) — Complexité linéaire

def somme(L):
total = 0
for x in L: # n itérations
total += x # 0(1) par itération
return total
# Total : n x 0(1) = 0(n)

Programme 3 - O(n ) — Complexité quadratique

def doublons(L):
nnm\férifie s’il y a des doublons (vexsion naive).”””
n = len(L)
for i in range(n): # n itérations
for j in rxange(i + 1, n): # jusqu’a n-1 itérations
if L[i] == L[j]:
return True
return False
# Total : n(n-1)/2 comparaisons = 0(n?2)

Programme 4 - O(log n) — Complexité logarithmique

def puissance_rapide(x, n):
77"Calcule x*n par exponentiation rapide.”””
resultat = 1
while n > 0:
if n % 2 ==
resultat »= x
X *= X
n//=2 # on divise n par 2 a chaque tour
return resultat
# Nombre d’itérations : ,log(n)

Programme 5 - Comparer deux approches

def contient_doublon_naif(L): # 0(n2)
for i in range(len(L)):
for j in range(i+1, len(L)):
if L[i] == L[]]:
return True
return False

def contient_doublon_tri(L): # 0(n log n)
L_triee = sorted(L) # 0(n log n)
for i in range(len(L) - 1): # 0(n)
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if L_triee[i] == L_triee[i+1]:
return True
return False

(3 EXERCICES

K
m Déterminer la complexité (3 points) Pour chaque fonction, déterminer la complexité en O(:)

en justifiant :

def f1(n): def f2(n): def f3(L):
s =0 s =0 s =0
for i in range(n): while n > 1: for x in L:
s += i n=n// 2 for v in L:
return s s += 1 if x == y:
return s s += 1
retuxn s

J

/

Comparaison d’algorithmes (3 points) On dispose de deux algorithmes A et B pour résoudre
un méme probleme de taille n.

— A effectue 100n opérations;
— B effectue n? opérations.

1. Pour quelle valeur de # les deux algorithmes effectuent-ils le méme nombre d’opérations?
2. Pour n = 50, lequel est le plus rapide ?

3. Pour n = 1000, lequel est le plus rapide?

4. Justifier pourquoi A est asymptotiquement meilleur que B.

J

f
m Optimiser un algorithme (2 points) La fonction suivante calcule le nombre d’éléments com-

muns a deux listes.

def communs(L1, L2):
compteur = 0
for x in L1:
for vy in L2:
if x == y:
compteur += 1
return compteur

1. Quelle est la complexité de cette fonction si len(L1) = netlen(L2) = m?
2. Proposer une version plus efficace utilisant un ensemble (set).
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Corrigé de l'exercice 1.

1. £1 : une seule boucle de O a n — 1, soit n itérations. Complexité : O(n).
2. £2:ondivise n par 2 a chaque itération. Le nombre d’itérations est | log,(n)|. Complexité : O(log n).
3. £3: deux boucles imbriquées parcourant chacune la liste de taille n. Complexité : O(n?).

Corrigé de I'exercice 2.

1. 100n =n? & n?-100n =0 < n(n —100) = 0. Comme n > 0,onan = 100.

2. Pour n = 50 : A fait 5000 opérations, B fait 2 500. B est plus rapide.

3. Pour n = 1000 : A fait 100 000 opérations, B fait 1 000 000. A est dix fois plus rapide.

4. Aesten O(n)et Ben O(n?). Pour tout n > 100, A est plus rapide, et I’écart grandit avec n.
La constante 100 de A est négligeable face a la croissance quadratique de B.

Corrigé de l'exercice 3.

1. La double boucle parcourt tous les couples (x, ). Complexité : O(n x m).

2.

1 def communs_v2(L1, L2):

2 ensemble = set(L2) # 0(m)

3 compteur = 0

4 for x in L1: # 0(n)

5 if x in ensemble: # 0(1) en moyenne (table de hachage)
6 compteur += 1

7 return compteur

Complexité : O(n + m) au lieu de O(n x m). Le test d’appartenance a un set est en O(1) en moyenne
grace au hachage.
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